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Аннотация. В работе исследована консервативная классическая гамильтонова система с 
двумя степенями свободы. На основе численных расчетов сечений Пуанкаре показано, что, в 
общем, система является неинтегрируемой и в ней реализуется динамический хаос, а также 
наблюдается переход рмулярность хаос рмулярность. Однако приведены условия, при кото­
рых рассматриваемая система является интегрируемой. Обнаружено, что в одном интегриру­
емом случае на поверхности потенциальной энергии имеются области с отрицательной гаус­
совой кривизной. Получена классическая нормальная форма и по правилам Борна-Иордана 
и Вейля-Маккоя построены ее квантовые аналоги, для которых решена задача на собствен­
ные значения и найдены приближенные формулы для энерх’етическох’о спектра. Для частных 
значений параметров квантовых нормальных форм по этим формулам проведены численные 
расчеты нижних уровней энерх'ии.
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х'стичеекий спектр, компьютерное моделирование.
В веден и е. Нормализация гамххльтохховьхх систем с произвольным коххечххьхм чис­
лом степеней свободы является одххххм из универсальных методов ххрххблххжеххххохч) хххх- 
тегрххроваххххя уравнений классической мехахшки. Существо метода ххормальххых форм 
состоит в Bbxxxo.ixxxexxxxxx каххоххххческххх ххреобразоваххххй ххсходххой классической фуххкцхххх 
Гамххльтохха хх ее ххрххведехххххх к более ххростому ххормалыхому виду. Тох’да уравххеххххя двхх- 
жеххххя с хховой фуххкцххей Гамххльтохха в ххормалыхой форме, или ххеххосредствеххххо ххросто 
ххххтегрххрухотся в ххерезоххаххеххом случае, xx.ixxx же существеххххо уххрощахотся ххо сравххехххххо 
с ххсходххой фуххкцххей Гамххльтохха в случае ххалххчххя в системе резоххаххеов, К ххрххмеру, 
для резоххаххеххых гамхх.:хьтохховьхх систем с двумя стеххеххямхх свободы, xxoe.ixe вьхххолххе- 
ххххя ххормалххзацхххх, ххсходххая система ххрххводххтся к ххххтегрххровахххххо уже одххомерххой 
гамхх.:хьтохховой системы. Иееледоваххххе ххерезоххаххеххых гамхх.:хьтохховьхх систем в ххред- 
став.:хехххххх ххх в ххормалыхой форме широко ххеххользовал Д ж . Бххркх’оф |1|, а хха с.;хучай 
ххалххчххя в системе резоххаххеов такой хходход был раешххрехх Ф. Гуетавеоххом |2| с кохх- 
кретххьхмхх расчетами хха ЭВМ для теххерь хорошо ххзвестххой системы Хеххохха-Хей.;хеса. 
Необходххмьхе каххоххххческххе ххреобразоваххххя вьхххо.1хххя.:хххсь ххрхх ххомощхх ххроххзводящей
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функции, зависящей от исходных координат и новых импульсов, поэтому получение 
явных зависимостей исходных канонически сопряженных координат и импульсов от 
новых представляет крайне трудную практически невыполнимую вручную задачу.
На основе теории преобразований и рядов С. Ли независимо Д ж , Хори |3| и А. Де- 
нри |4| были предложены рекуррентные формулы дня канонических преобразований, 
которые необходимы дня приведения исходной функции Гамильтона к нормальной фор­
ме. В таком подходе исходные канонически сопряженные координаты и импульсы но 
этим формулам выражались посредством новых переменных и обратно но подобным 
рекуррентным формулам.
Простота выполнения рекуррентных преобразований имеет преимущество но срав­
нению со сложным «распутыванием» смешанных переменных в производящей функ­
ции в методе нормальных форм Биркгофа-Гуетавеона, В системе алгебраических пре­
образований REDUCE нами программно реализованы алгоритмы метода Биркгофа- 
Гуетавеона и метода Деири-Хори в виде символьно-численных вычислений нормальной 
формы дня классических гамильтоновых с произвольным конечным числом степеней 
свободы (программы GITA |5| и LIXA |6|, соответственно).
После основополагающих работ |1-4| были предложены различные улучшающие мо­
дификации первоначальных алгоритмов построения нормальной формы дня заданной 
исходной функции Гамильтона (см. иаиример, 18-101),
В последнее время предложены новые подходы |11-13| к задаче нормализации га­
мильтоновых систем но, к сожалению, не реализованные в виде программных про­
дуктов, что, собственно, позволяло бы провести сравнение с методами нормализации 
Биркгофа-Гуетавеона и Деири-Хори.
После приведения исходной классической функции Гамильтона к нормальной фор­
ме, последняя представляется в виде суммы однородных полиномов но новым канониче­
ски сопряженным координатам и импульсам и может быть использована для получения 
приближенных решений исходной задачи классической механики. С другой стороны, 
представление исходной классической функции Гамильтона в нормальной форме в виде 
суммы однородных полиномов но канонически сопряженным координатам и импульсам 
позволяет провести ее квантовомеханическое описание.
Основные положения новой квантовой механики были открыты В. Гейзенбергом и 
опубликованы в 1925 году |14|, А спустя всего два месяца вышла статья М. Борна и 
П. Иордана |15|, в которой, в частности, впервые иолучеио коммутационное соотноше­
ние дня квантовомеханических операторов координаты q и импульса р  в виде
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а также правило сопоставления классическому моному вида qmp n, (т, п  = 1 ,2 ,  3,...) его 
квантового аналога, которое запишем как
К этому с.недует добавить результаты, иолучеииые П.А.М. Дираком |16|, который пред­
ложил правило квантования, при котором «разность гейзенберговских произведений
pq — qp = h / 2 m (1)
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двух квантовых величин равна скобке Пуассона этих величии, умноженных иа i h / 2л»:
Здесь {q,p} -  скобки Пуассона, [q,p\ -  коммутатор дня операторов q,p  и h -  постоянная 
Планка.
В 1927 году опубликована статья Г. Вейля |17|, (см. также |18|, гл. IV, нар. 14), в 
которой автор на основе теоретико-групповых представлений предложил в интеграль­
ной форме следующее правило соответствия между классическими и их квантовыми 
аналогами. Пусть классическая функция f ( q , p ) определяется следующим интегралом 
Фурье
тогда соответствующая функция F(q ,p ) в квантовой механике дается выражением
а операторы q,p  удовлетворяют коммутационному соотношению (1). На основе этих 
допущений дня функций полиномиального вида f ( q , p ) =  qmp n Н. Маккой |19| получил 
ряд различных соотношений, одно из которых записывается как
которое будем называть правилом квантования Вейля-Маккоя.
В монографии |20, с. 3451 ее авторы получили правило соответствия в следующем 
виде
Кроме упомянутых выше основных работ имеются публикации, в которых с разных 
позиций обсуждается проблема соответствия классических величин и их квантовых 
аналогов (см., например, |21|-|26|). Критический обзор различных правил квантования 
классических функций Гамильтона нроведеи в монографии |27, разд. 3.4—3.9|. В насто­
ящей работе дня гамильтоновой, в общем, неинтегрируемой системы с двумя степенями 
свободы получена классическая нормальная форма Биркгофа-Гуетавеона, дня которой 
но правилам квантования Борна-Иордана и Вейля-Маккоя получены соответствующие 
квантовые аналоги. Д ня этих квантовых аналогов, то есть операторов Ш редингера 





аЪ +  Ъа
(8)
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для некоторых конкретных числовых значений параметров были проведены расчеты 
энергетических спектров и проведено их сравнение с имеющимися в литературе ре­
зультатами, которые получены прямыми численными вычислениями.
К лассическая динам ика. В настоящей работе рассмотрена следующая консерва­
тивная классическая система с двумя степенями свободы, функция Гамильтона которой 
равна
Н = ~(pi + pf) + ~(q\ + ql) + b(qlq2 + -qf) + cqlq2 + cl(q\ + ql)2 , (9)
где координаты (q\,q2) и импульсы (рьрг) -  канонически сопряженные переменные, 
b , c , d -  безразмерные параметры, причем d > 0 и с +  4а! >  0.
При произвольных значениях параметров эта система является пеиптегрируемой и 
в пей реализуется динамический хаос |28|. Исследуемая нами гамильтонова система 
(9) отличается от изученных в литературе систем тем, что: 1) несмотря па наличие 
отрицательной гауссовой кривизны на поверхности потенциальной энергии ППЭ (9), 
она, например, при условии с =  4а! является интегрируемой; 2) в широком диапазоне 
параметров стационарные точки квадратичной части ППЭ являются вырожденными, 
то есть ее одно или оба собственные значения равны нулю |28|.
На рис. 1 приведены изолинии ППЭ и линии нулевой гауссовой кривизны, а на рис. 2 
-  сечения Пуанкаре, соответственно, дня этих ППЭ при различных значениях полной 
энергии Е  системы.
Рис. 1. (Слева). Изолинии ППЭ и линия нулевой гауссовой кривизны (области на ППЭ с 
отрицательной гауссовой кривизны затемнены) при следующих наборах параметров: b = 0.1, 
с =  0.0023, d = 0.000625, (W = 16d/&2 = 1, Wc = (2с +  8d)/b2 = 0.96, с + 4d = 0.0048). 
(Значение потенциальной энергии в начале координат является наименьшим но сравнению с 
ее величинами в остальных локальных минимумах). (Справа). Изолинии ППЭ и линия нулевой 
гауссовой кривизны при значениях параметров: b = 1/20, с =  1/20, d = 1/200, (W  = 16d/Ь2 = 
32, Wc = (2c+8d)/b2 = 56, c+Ad = 0.07), (имеется единственный минимум в начале координат).
Как видно из сечений Пуанкаре (рис. 2), при указанных двух наборах значений па­
раметров Ъ, с, d, в исследуемой системе (9) существует хаотический режим движения.
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Область отрицательной гауссовой кривизны, изображенная на рис. 1 (слева), являет­
ся ограниченной, что приводит к существованию в системе перехода регулярность -  
хаос -  регулярность (рис. 2), то есть с увеличением полной энергии регулярный ре­
жим движения восстанавливается, что было впервые обнаружен в других двумерных 
гамильтоновых системах [29]. Из рис. 1 (справа) видно, что область отрицательной гаус­
совой кривизны пе ограничена и регулярный характер движения пе восстанавливается 
с увеличением полной энергии.
' -80' ' -60 ' ' -40' ' -20 ' 20 40 60
Рис.. 2а. Сечения Пуанкаре: слева энергия Е  =  16 , в центре Е = 36 . справа Е  =  20000.
Рис. 26. Сечения Пуанкаре: слева энергия Е  =  5 , в центре Е  =  15 , справа Е  =  45.
Рассматриваемая здесь система имеет еще следующую особенность. На ППЭ (рис. 1) 
имеются четыре пепересекающиеся неограниченные области с отрицательной гауссовой 
кривизной. Если вычислить критическую энергию Е сг перехода от регулярного движе­
ния к хаотическому согласно критерию по наличию отрицательной гауссовой кривизны 
(критерий ОГК), то ее значение равно Е сг =  25(13 +  2д /(2 /3 )/9  ~  40.6). Эта энер­
гия равна минимальному значению потенциальной функции V(qi,q-2) на линии с пу­
левой гауссовой кривизной в четырех точках: ((71,(72) (=Ь5л^(2/3); =f5a/(2/3)), (91, 92)
( ± 5 ^ 2 / 3 ) ;  ± 5 ^ 2 / 3 ) ) ,  5 ^ 2 / 3 )  ~  4.082. Одпако, как показывают численные расче­
ты сечений Пуанкаре (см. рис. 2), хаотическое движение достаточно явно проявляется 
(см. рис. 2) уже при энергии примерно равной Е  =  15.
Таким образом, для рассматриваемой, в общем, неинтегрируемой гамильтоновой 
системы (9) критерий ОГК недостаточно точно предсказывает величину критической
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энергии Е сг в отличие, например, от правильных предсказаний для других исследован­
ных ранее систем 1301,
Кроме того, в интегрируемых случаях, которые рассмотрим ниже, на ППЭ (9) име­
ются области отрицательной гауссовой кривизной, но, тем не менее, при всех энергиях 
классическое движение, конечно, является регулярным, то есть критерий ОГК вовсе 
не применим. Гамильтонова система (9) для трех наборов параметров Ъ, с, cl является 
интегрируемой.
1). Если Ъ ф 0 или Ъ =  0, с ф 0, с =  4а!, то исследуемая система имеет, кроме энергии, 
второй интеграл движения |28|:
h  = Р1Р2 +  QiQ2 + b(qiq% +  q\) /  3 +  4dq1q2(q? +  ql). (10)
На рис. 3, 4 приведены результаты численных расчетов изолиний ППЭ и линий 
нулевой гауссовой кривизны, а также сечений Пуанкаре при трех значениях полной 
энергии Е  для параметров Ъ =  1/4, с =  1/50, d =  1/200.
Рис. 3. Изолинии ППЭ и .линии нулевой гауссовой кривизны 
(области отрицательной гауссовой кривизны затемнены).
-10 -5 0 5
ql
= 15, справа Е  = 45.Рис. 4. Сечения Пуанкаре: слева энергия Е  = 5, в центре Е
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Так как выполняются неравенства d > 0 и с +  Ас1 > 0, то классическое движение 
финитно. Д ля приведенных выше значений параметров величины W  =  16d/b2 и W c = 
(2с +  8d)/b2, определяющие топологию ППЭ, одинаковы и равны W  = W c =  32/25 =
1.28. А так как выполняется неравенство W  > W c > 1, то на ППЭ (рис. 3) имеется
единственный минимум в начале координат. Отметим, что равенство W  = W c означает 
выполнение условия интегрируемости с =  4d.
К ак уже было отмечено, одной из особенностей исследуемой двумерной гамильто­
новой системы (9) является то, что, несмотря на наличие на ППЭ областей с отрица­
тельной гауссовой кривизной, она является интегрируемой.
2). Если Ъ =  с =  0, d ф 0, то функция Гамильтона (9) упрощается
Н  =  ~{р\ + р 2 +  qf +  ql) +  d(q2 +  ql)2 , (11)
и, уже из ее вида, можно заключить, что в этом случае имеется закон сохранения 
момента импульса, то есть следующий интеграл движения
h  =  qrpi -  q-2pi • (12)
Это непосредственно можно легко проверить, вычисляя скобку Пуассона, {//. / 2} =  
0, что подтверждается проведенными численными расчетами сечений Пуанкаре при 
различных начальных данных. В этом интегрируемом случае областей отрицательной 
гауссовой кривизной не имеется.
3). Если Ъ =  0, с =  —2d, d ф 0, то функция Гамильтона будет равна сумме двух 
одномерных ангармони ческих осцилляторов
Н  = Hi +  Н 2, Hi = ~{р\ +  qf) +  dq\, Н 2 = - ( р 2 +  ql) +  dq2 (13)
и, следовательно, такая классическая система является интегрируемой. Энергии каж ­
дого из этих одномерных осцилляторов, к примеру, являются интегралами движения. 
К ак и в интегрируемом случае 2) здесь также на соответствующей поверхности потен­
циальной поверхности областей с отрицательной гауссовой кривизной нет.
Н орм ализация классической ф ункции гамильтона (9). Так как система (9) 
является резонансной с соотношением частот равным 1 :1 , то процедуру приведения к 
нормальной форме Биркгофа-Гуетавеона можно выполнить следующим образом. Пред­
варительно для исходной функции Гамильтона применяем каноническое преобразова­
ние с валентностью равной мнимой единице |31|:
qi =  ~т(—Qi +  Q2 +  Pi — Р2), q2 =  - (Q i +  Q2 +  Pi +  P2),
Pi =  ~  Q2 +  P i — P2) 1 P2 =  7^ (Q i +  Q2 — P i — P2) 1 (14)
а ему обратное преобразование запишется в виде
1 % 1 %
Q i =  Q2 -  гр2) +  ^(qi -  ip i), Q2 =  ^(q2 ~  ip2) ~  ^(q i ~  ip i),
1 i 1 i
Pi = Q2 +  ip2) -  - (qi  +  ipi), P2 = ~(q2 +  ip2) +  - (qi  +  ipi). (15)
Из выражений (15) непосредственно следует, что переменные Q \ , Q -2 комплексно со­
пряжены, соответственно, переменным Р\ , Р 2 .
Дня исходной функции Гамильтона (9), выраженной в новых канонически сопря­
женных переменных Q \ , Q 2 и 1 \ . / 2■ выполняем последовательные канонические пре­
образования (Qi,  Q 2, P i ,  Р 2 ) — > (Cb?2, ??b Ч2 ) ИРИ помощи производящей функции
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где VT^CQi, Q2, /71, /72) =  Qi1, Q 2 i v T 1 1 V™2 ~ производящий однородный полином степени 
S  = 1\ +  /2 +  т \  +  т.2 - В результате начальная функция Гамильтона H(qi ,q 2 , p i , p 2) 
приводится к нормальной форме G(£i, £2, /71, 772), Д-:*я которой выполняется условие
где так называемый дифференциальный оператор нормальной формы имеет вид
Из-за предварительного канонического преобразования (14) оператор (18) принима­
ет диагональный вид, поэтому его действие на однородные мономы V T ^ C Q i ,  Q 2 ,  /71, /72) 
=  Q 11, Q 2 , /71"1, /7"2 2 является тривиальным:
что упрощает трудоемкую процедуру нормализации. Затем, при помощи программы 
151, находим модифицированную нормальную форму Биркгофа-Гуетавеона до степени 
Smax =  6 110 каноническим переменным, которую представим в следующем виде
F (Q i,  Q2, ?7ь  Ч2) — Q1V1 +  Q2V2 +  Е (16)
S= 3
DG(£i,£,2, 4 1 , 4 2 ) — 0 (17)
(18)
D W {S)(Q i, Q 2, /71, /72) =  ( h  +  k ~  m  -  m 2)W [S)(Q i,Q 2, /71, 42) ■
G6(Q i, Q2, Pi, P2) =  i[Q iP i +  Q2P2 +  Q U Q iP i +  Q2P2)2 — С 42(Q 1P2 — Q2P i)2 
C ^ iQ iP i — Q2P2)2 +  C 6i(Q iP i  +  Q2P2)2 — C*62 (Q 1P2 — Q2P1)3—
С*бз (Q 1P2 +  Q2jP i)(Q ijPi +  Q2P2)2 — C*64 (Q 1 Pi +  Q2P2) (Q i P2 — Q 2 P i)2 4^
C*65(Q 1P2 +  Q2P i) (Q 1P2 — Q2P1)2 +  C m(Q iP i  +  Q2P2) (Q ijPi — Q2-P2)2] , (19)
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Заметим, что в выражении (19) для конечных канонических переменных (£i, £2, /71, щ)  
из-за удобства при компьютерных вычислениях использованы те же обозначения, как и 
дня начальных канонически сопряженных координат и и м п у л ь с о в , т о  есть переменные 
(<91,<92,РьР2).
Если дня нормальной формы (19), (20) выполнить канонический переход к перемен­
ным действие-угол, то непосредственно из явного вида полученной функции Гамиль­
тона можно увидеть, что исходная, в общем, пеиптегрируемая двумерная система (9) 
приближенно будет представлена уже одномерной интегрируемой системой |28|, 
Введем следующие функции:
Фо = Q1-P1 +Q2-P2) 1 Ф1 = ^ ( Q i P -2 — Q2-P1) 1 Ф2 = Q 2P2) 1 Фз = y ( Q l P 2+ Q 2Pl) 1
(21)
дня которых скобки Пуассона равны
{Фо,Фа} =  0 , А = 1 ,2 ,3 ,  (22)
то модифицированная нормальная форма (19) перепишется в виде
Ge = г[Ф0 + C ^ l  + 4С42Ч>1 + 4 4^ 3 ^ 1  + С^Фц — 8 С62Ф3 — 2 СбзФдФз+
4C^^o - 8 6 *65Ф?Фз + е^еФгФо], (23)
в которой числовые коэффициенты определены но формулам (20).
Из (22) непосредственно с.недует, что нормальная форма (19) и (23) является ин­
тегрируемым приближением дня неинтегрируемой, в общем случае, исходной системы 
(9), причем выполняется тождество
Ф^ + Фз + Ф3 = Ф^/4 , (24)
а также имеют место соотношения
{Фл, Ф/х} = , А, ц, //=1,2,3, (25)
где exfiv -  полностью антисимметричный тензор третьего ранга (символ Леви-Чивита), 
Таким образом, функции (21) образуют замкнутую группу преобразований относитель­
но скобок Пуассона.
К вантовы е аналоги классической норм альной ф орм ы . Канонические преоб­
разования (15), используя стандартную подстановку
д
Ри~> Ри = - 1тг~ ’ Qv Qv = Qvi / / = 1,2  (26)dqv
с известным правилом коммутации (1) (постоянная Планка h =  1)
[Ри, qv\ =  ’ Vi v  =  1 ’ 2 (27)
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~ символ Кроиекера), запишем в операторном виде
Q l =  0,2 +  iCLi , Q ‘2 =  &2 ~  1 P i =  а2 ~  id li Р2 =  а2 “Ь i
1 1 1 1
a i =  o(<?i -  *Pi), a j  = ~(q2 -  гр2) , аг =  - (qi  +  ipi), a2 = - ( q 2 + ip2)
(28)
(29)
верхний символ «+ » обозначает эрмитово сопряжение. С учетом выражений (27) легко 
проверить, что операторы (29) коммутируют но правилу
[a/.t, а / ]  ^8^и ,
а операторы (28) подчиняются правилу
[P»,Ql 5 .fiv ♦
(30)
(31)
Впрочем, правило коммутации (31) непосредственно можно получить из условия 
квантования Дирака (3), если учесть, что классические канонические преобразования 
(14) и (15) имеют валентность равную мнимой единице г.
Из выражений (28), (29) с.недует, что операторы Pv и Q v, (у =  1, 2), являются опе­
раторами уничтожения и рождения, соответственно.
Используя правила квантования (2) и (6), дня классической нормальной формы (19), 
(20) получим, соответственно, два выражения ее квантовых аналогов G ^ J и G}/Мс, и 
каждое выражение представим в виде суммы диагональной и недиагональной части
G*J = G%Ja(r +  Grading и Gq' Mc =  Gdiag/c +  ^nondiag- Ниже приведем только диагональные'6 '~Jdig
части:
■<BJ^diag — Q lPl +  Q 2P2 +  1 +  С41 (Q iA  +  Q 2P2 + 1 )2 +  о
+C42 ( Q1P1 +  Q 2P2 +  2Q1P1Q2-P2 +  ^ ) +  С43
-c.61 1 1
(Q i A  — Q 2A )"
27 13
(Q lP l +  Q2P2 +  1) +  t(Q i-P i)' +  "7(Q2P2) H y (Q iP i  Q2-F2) +  “ Г
-C64
Cm
4 4 "  4
(Q1P1 +  Q2P2 +  1) (Q1P1 +  Q2P2 +  2Q1-P1Q2-P2 +  3)
( Q i A  +  Q 2A  +  1) ( ( Q i A  — Q 2A ) 2 +  -7(Q1P1 +  Q2P2) ) — “ Q 1-P1Q 2 -P2
Гь-W A l cdiag — Q lP l  +  Q2P2 +  1 +  С 41
4
(Q i A  +  Q 2 A  +  I ) 2 +  о
(32)
+C42 ( Q iP i +  Q 2P2 +  ‘2Q i P \ Q 2P 2 +  — ] +  C43 ( Q iA  -  Q2P2f
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а 61 ( Q i A  +  Q 2A  +  I ) 3 +  2 ( Q i A  +  Q 2A  +  1)
-с.64 ( Q i A  +  Q 2A  +  1 ) ( Q i A  +  Q 2A  +  2 Q 1A Q 2A  +  1)
- а 66 ( Q i A  +  Q2А  +  1) ( ( Q i А ) 2 +  (Q2А ) 2 — 2 Q iA Q 2 А  +  1 )  • (33)
Заметим, что следующие векторы квантового состояния |32|
| N , L )
N  + L \ ,  ( N - L - 1/2 /v ( N —L  \ ^  / N -\-L  \  Л Л
Q  ^ 2 Qi 2 10,0), P 1|0,0) =  P 2|0,0) =  0 , (34)
где N  -  главное квантовое число, iV =  0 , l , 2 , 3 , . . . , a L  -  орбитальное квантовое число, 
которое при заданном значении N  принимает следующие значения: L  =  ±iV, ±(iV —
2), ±(iV — 4), . . . ,  ±1(0), являются собственными векторами дня диагональных частей 
квантовых аналогов (32) и (33). Наличие иедиагоианьных членов в квантовых аналогах 
(32) и (33) связано с тем, что в исходной классической гамильтоновой системе (9) между 
частотами имеется резонансное соотношение 1 : 1 .
В ы числение энергетических спектров квантовы х норм альны х ф ор м . Так
как векторы (34) представляют ортоиормироваииый базис, то энергетические спектры 
квантовых нормальных форм (32) и (33) определяются следующими выражениями:
N ' L '
К Ь с  = (N , L\G";af \ N ,  L ) + Y ,  ( N 1, L’\G '™ \aa\N. L).
(35)
(36)
N ' L '
И спользуя соотношения
Q IP I\ N , L ) =  l ? t ± £ ) \ N , L ) ,  Q 2P2\ N , L ) = ( ^ — ^ ) \ N , L ) ,  (37)
из выражений (35) и (36) без учета иедиагоиальпых слагаемых получаем формулы дня 
энергетических спектров:
e n l  = N  +  1 +  \  C4 1(2N 2 +  Ш  +  7) +  ^ C, 2 {N 2 +  2 N  -  L 2 +  1) +
^ 6*43 (2L2 +  5) +  I  C6 1(8 N 3 +  25N 2 +  78N  +  L 2 +  6 0 )-
2 о
\  C6±(N3 +  3N 2 +  8N -  N L 2 — L 2 +  3) +  I  C66( N 2 +  14ЛГ +  8N L 2 +  9L 2 +  12), (38) 
2 8
E WMc = N  + 1 + }_ c 4 1(2N 2 +  Ш  +  3) +  ^  C42( N 2 +  2n - l 2 + 1) +
+  ^  C4 3(2L2 +  1) +  C6 1( N 3 +  3N 2 + 5 N  + 3 ) - ^  CM( N 3 +  3N 2 + 2 N -  N L 2 -  L 2 +  1) +
Cm ( N  + N L 2 + L 2 + 1). (39)
Как видно, энергетический спектр в обоих случаях квантования вырожден но знаку 
орбитального квантового момента L. Кроме того, учет вкладов недиагональных сла­
гаемых может привести к сдвигу уровней энергии, которые отличаются значением ор­
битального квантового числа на четыре и шесть единиц. Поэтому ожидается, что при­
ближенные формулы (38), (39) с удовлетворительной точностью описывают энергети­
ческий спектр нижайших состояний в окрестности стационарной точки, расположенной 
в начале координат.
Из сравнения форму:: (38), (39) дня энергетических спектров можно сделать об­
щий вывод, что правила квантования Борна-Иордана и Вейля-Маккоя предсказывают 
разные величины дня энергии основного состояния, которые определяются числовыми 
значениями параметров Ъ, с и cl.
Более конкретные заключения можно получить из сравнения результатов числен­
ных расчетов но формулам (38), (39) с точными уровнями энергии, рассчитанными дня 
каких-либо конкретных значений параметров гамильтониана, что будет выполнено в 
последующем разделе этой работы.
В случаях, когда классическая система (9) является интегрируемой приближенные 
формулы (38), (39), выраженные непосредственно через параметры Ъ, с и d имеют сле­
дующие виды.
1). Если имеется соотношение с =  4а!, а параметр Ъ не равен или равен нулю, то 
энергетические спектры вычисляются но формулам:
9 9
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Е%1 = N  + 1 +  d ( - N 2 + - N  -  + б) -
^ 8 5  „ з  , Ю37 2 , 1479 187 г2 51 2 , 561ч , , / 5 лг2 5 5 г2 , 5
d2 — N 3 +  N 2 +  N  L  N L 2 + ----  -  b2[ - N 2 +  - N  L  ,
V 8 32 16 32 8 8 / \8  4 24 3
„2 /125  о 1525 о 2175 275 ,2 75 жтг2 §25\db2  N 3 +  N 2 +  N  L  N L  + ------  -
V 8 32 16 32 8 8 /
l4 /1175 о 14335 9 6815 2585 r9 235 2585\ ,
64  N 3 +  N 2 +  N  L  N L  + ------  , 40)
V 864 3456 576 3456 288 288 /  v ;
e wmc = N  + i + d ( - N 2 + - N -  - L 2 +  з )  -  d2 ( — N 3 +  — N 2 +  — N  -  — L 2 -  — N L 2 ) -  
NL M  2 4 J V 8 8 4 ~ i
2 /5  2 5 5 т9 5 \ „ о /25 о 75 ~ 25 75 75 ътт9к *  I A T *  i AT T *  i 1 J h *  I A T o  i AT* . д т  r Z  A T T *¥  - N z + - N  L  +  -  — db [ — N 3 +  — N z +  — N  L  NL*  +
V8 4 24 6 /  V 8 8 4 8 8 /
74 /235 о 235 2 235 жт 235 r9 235 жтг9\
Ь4  N 3 +  N 2 +  N  L  N L 2) .  41)
V864 288 432 288 288 /  v ;
2). Ec.hh параметры b = c. =  0, но параметр d > 0, то формулы имеют вид:
E n I  = N + l  + d ( ^ N 2 + m - l- L 2 + ^ - d 2 ( ^ N 3 + i m 2 + ^ - N - 2 L 2 - 9 -N L 2 + ^ ,  (42)
E W M c  =  N + 1  +  d Q N 2 +  3 N _ ^ L 2 +  2 ^ _ (p ^ N 3 +  ^ l N 2 +  1 g N _ ^ L 2 _ ^ N L 2 +  ^ l y  ^
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3). Если параметры Ъ =  0, с =  —2d, d > 0, то получаем формулы:
e n l  = N  +  1 +  d ( '^N 2 + ^ N - ’^ L 2 + 3 ) —
9 , т0 9
Г
,9 /8 5  о 1037 ~ 1479 187 51  ^ 561'.
d2 —  N 3 + ------ N 2 +  N  L  N L  + ----- , 44)
1 32 128 64 128 32 22 1 K J
E W M C =  N  +  x +  d  ( _ N 2 +  _ N  _  ^ L 2 +  -  j _9 ” * 9- N ~ *
4 8 ' 2
i2 f  187 , 5 6 1 .  391 153 r2 153 2 51 ', / l r ,
d2  N  H------N  H N ----------L  N L  H , (45)
V 32 32 16 32 32 4 ' v ;
Результаты  численны х расчетов и сравнения энергетических спектров. К
сожалению, точного спектра, полученного, например, прямыми численными расчетами 
уравнения Ш редингера с его квантовым аналогом исходной функции Гамильтона (9).
' д  . д
в которой нужно произвести известную замену р\ —>• р\  =  —г—— , р 2 —> р 2 =  —гт;— ■
oqi uq-2
qi —у qi = qi, q2 ^  q2 = ф  иРи произвольных значениях его параметров, в настоящее 
время не имеется.
Прямые численные расчеты, даже на основе лучших программных пакетов, сталки­
ваются с трудностью решения задач на собственные значения какой является и задача 
интегрирования уравнения Ш редингера дня двух и более независимых переменных.
Ниже приведем результаты численных расчетов энергетических спектров дня кон­
кретных числовых значений параметров Ъ, с, d в тех случаях, когда классическая си­
стема (9) является интегрируемой.
В табл. 1 приведены значения нижайших уровней энергии, вычисленных но прибли­
женным формулах (40) и (41) в первом случае интегрируемости, то есть при условии 
с =  Ad и Ъ =  0.
Таблица 1
Сравнение энергетических уровней, полученных при квантовании по правилам  Вейля-М аккоя и Борна- 
И ордана при значениях параметров 6 =  0. с =  0.02. d = 0.005. (с =  Ad).
№ № E n ,l T p B JE n l
r p W  M e  
b N L
r p B J  r p W  M e  
^ N L  ~  & N L
1. Eofl 1.028 1.015 0.013
2. E i,±  i 2.055 2.045 0.010
3. E 2, ±2 3.095 3.089 0.006
4. E 2,o 3.108 3.106 0.002
5. Ез,±з 4.147 4.147 0.000
6. E-i,±i 4.172 4.183 -0.010
7. H- 5.212 5.219 -0.007
8. -^4,±2 5.247 5.273 -0.026
9. -^ 4,0 5.259 5.291 -0.032
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Из табл. 1 следует, что правило квантования Вейля-Маккоя приводит к более низ­
кому уровню энергии дня основного состояния и большему расщеплению уровней но 
орбитальному моменту при данном значении главного квантового числа N.  В рассмат­
риваемом классически интегрируемом случае точных (аналитических или численных) 
значений энергетического спектра в текущей литературе не обнаружено.
Однако, в результате численных расчетов известен спектр 1331 во втором классиче­
ском случае интегрируемости, когда параметры квантового аналога функции Гамиль­
тона (9) равны b = 0, с = 0, cl > 0.
Кроме того, известны с большой точностью значения энергетического спектра од­
номерного ангармонического осциллятора, в частности, с четвертой степенью в потен­
циальной энергии (например, |34, 35|). Зная этот спектр, можно построить приближен­
ный спектр квантового аналога исходной функции Гамильтона (9), но уже двумерного 
гамильтониана при значениях параметров Ъ =  0 , с =  —2d, d > 0 , при которых в класси­
ческом случае система (9) является интегрируемой.
Ниже проведем сравнение этих известных надежных численных результатов дня 
энергетических спектров с нашими результатами, которые вычислены но формулам
(42)-(45) согласно правилам квантования Борна-Иордана и Вейля-Маккоя.
Таблица 2
Сравнение; уровней энергии Е ^  и Е ^ ^ 1с с их значениями из работы  [33] при d = 0.000005
№№ 2 E n ,l EBJN L гр W  М  с  N L Результаты [33]
1. 2-Ео,о 2.00004 2.0000199995 2.000019999550022
2. 2-Ei,±i 4.00008 4.0000599979 4.000059998050135
3. 2^ 2,±2 6.00014 6.0001199946 6.000119994900454
4. 2^ 2,0 6.00016 6.0001399933 6.000139993550605
5. 2-Е?з,±з 8.00022 8.0001999892
6. 2£?з,±1 8.00026 8.0002399856 8.000239985901665
7. ю н- 10.00032 10.000299981
8. 2-Ё4,±2 10.00038 10.000359974 10.00035997450361
9. 2£ 4,о 10.00040 10.000379971 10.00037997225402
10. 2^5, ±5 12.00044 12.000419969
11. 2^5,±3 12.00052 12.000499958
12. 2Д5,±1 12.00056 12.000539953 12.00053995335796
13. 2-Е?б,±б 14.00058 14.000559953
14. 2£6,±4 14.00068 14.000659937
15. 2 £ 6,±2 14.00074 14.000719928 14.00071992861397
16. 2-Е?б,о 14.00076 14.000739925
При значениях параметров 6 =  0, с =  0 и (i /  0 уравнение Ш редингера, соответ­
ствующее классической функции Гамильтона (9), допускает разделение переменных в 
полярных координатах, а энергетический спектр характеризуется радиальным кванто­
вым числом п  и орбитальным моментом /. В работе 1331 разработан метод численного 
решения радиального уравнения Ш редингера, на основе которого автором проведены 
расчеты энергетических уровней дня значений квантовых чисел равных п,1 =  0 ,1  и 2
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при значении параметра d =  0.000005. Квантовые числа п, I связаны с нашими числами 
N, L  следующими соотношениями: N  =  2п  +  /, \L\ = I.
В табл. 2 приведены величины уровней энергии, полученные в работе 1331, а так­
же их значения, рассчитанные при том же значении параметра d по формулам (42) и
(43) на основе квантования классической нормальной формы, соответственно, но пра­
вилам Борпа-Иордапа и Вейля-Маккоя. Из нее видно, что очень хорошее приближение 
к точному спектру дает применение правила квантования Вейля-Маккоя. В частности, 
энергия основного состояния, полученная на основе квантования Вейля-Маккоя отли­
чается от результата из работы |33| иа 0.5-10“ '%, а при квантовании но правилу Борна- 
Иордаиа -  на 0.001%. В тоже время, дня энергии 14 уровня эти погрешности равны, 
соответственно, 0 .4 - 10_8% и 0 .0001%, то есть предсказание но правилу Борна-Иордана 
улучшается.
В третьем случае (Ь =  0, с =  —2d, d ф 0) интегрируемости классической системы
(9) при ее квантовомеханическом описании необходимо решить следующее двумерное 
уравнение Ш редингера
(Hi  +  Н 2)ф = 2Еф, Н к = - ~ ^  + ql + 2dqt,  к = 1 , 2 ,  (46)
где переменные разделены. Поэтому его решение сводится к решению двух одинаковых 
одномерных уравнений дня ангармонического осциллятора, а энергетический спектр 
находится в виде следующей суммы 2Е  =  2 +  2Е 2.
Квантовые числа изотропного двумерного осциллятора (N, L ) связаны с квантовы­
ми числами (??-i, п 2) одномерных осцилляторов следующими соотношениями: N  = iii+ n 2 
и L  =  ??i — п 2. Заметим, что упорядочение значений уровней энергетического спектра 
но величине квантовых чисел (N , L ) но сравнению с другой нумерацией состояний име­
ет то преимущество, что значения уровней энергетического спектра, пронумерованные 
квантовыми числами (N ,L ), растут с увеличением главного квантового числа.
Используя численные результаты работ |34| и |35| дня квантового одномерного ан­
гармонического осциллятора, нами была вычислена нижняя часть энергетического спек­
тра двумерного уравнения Ш редингера (46), представленная в последнем столбце табл. 3 
В этой же таблице приведены значения уровней энергий Е в ’[ и Е ^ 1 1с, полученных но 
формулам (44) и (45). Заметим, что численные значения энергетического спектра, по­
лученные в работе 1341, дня первых десяти уровней совпадают с результатами более 
поздней работы |35| до 13 знаков после десятичной точки.
В табл. 3. приведены значения первых уровней энергии, вычисленных с использова­
нием данных работ |34|, |35| дня одномерного ангармонического осциллятора, а также 
но формулам (44) и (45), нолучеиных в результате квантования нормальной формы, 
соответственно, но правилам Борна-Иордана и Вейля-Маккоя. И в этом случае луч­
шее приближение к точному спектру дает применение правила квантования Вейля- 
Маккоя, однако с увеличением величины квантовых чисел погрешность дня значений 
Е в ’1 уменьшается, то есть дня больших квантовых чисел расхождение между значени­
ями Е™11с и Е в ’[ уменьшается.
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В ы во д ы . В работе исследована предложенная авторами классическая система (9), 
которая имеет ряд отличительных свойств, выраженных в характере стационарных то­
чек и наличии отрицательной гауссовой кривизны ее поверхности потенциальной энер­
гии. Показано, что, в общем случае, система является неинтегрируемой, и в ней реали­
зуется динамический хаос. При определенных значениях параметров система является 
интегрируемой и дня них получены интегралы движения.
Таблица 3
Сравнение полученных нами величин энергий для двумерного изотропного осциллятора при значениях 
параметров b = 0. с =  —2d, d = 0.0005.
№№ 2 E n ,l TpBJE n l
rpW Me 
b NL Из работ [34], [35]
1. 2-Eo,o 2.002 2.001493 2.001497
2. 2-E?i,±i 4.006 4.00447 4.004488
3. 2-E?2,±2 6.010 6.009 6.010460
4. 2-E?2,o 6.012 6.010 6.007479
5. 2-Кз,±3 8.016 8.015 8.019401
6. 2-E?3,±i 8.019 8.018 8.013451
7. to H- 10.024 10.022 10.031298
8. 2Kl,±2 10.028 10.027 10.022392
9. 2^4,0 10.030 10.028 10.019423
10. 2^5, ±5 12.033 12.031 12.046139
11. 2^5,±3 12.039 12.037 12.034289
12. 2£ 5,±i 12.042 12.040 12.028364
Д ня изучаемой системы получена классическая нормальная форма в подходе Бир­
кгофа-Гуетавеона, дня которой построены ее квантовые аналоги согласно правилам 
квантования Борна-Иордана и Вейля-Маккоя. Д ля этих квантовых аналогов, которые 
являются приближенными выражениями дня точного оператора Ш редингера, была ре­
шена задача на собственные значения и найдены формулы энергетических спектров. По 
этим формулам, в двух частных случаях, были выполнены расчеты нижних энергети­
ческих уровней и проведено сравнение полученных результатов с имеющимися в ли­
тературе данными других авторов. Обнаружено, что наилучшее и хорошее согласие с 
известными результатами расчета энергетического спектра имеется при использовании 
правила квантования Вейля-Маккоя, но сравнению с правилом Борна-Иордана.
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Abstract. The conservative classical Hamiltonian system with two degrees of freedom is inves­
tigated. On the basis of the numerical calculations of Poincare sections it is shown that, in general, 
the system is nonintcgrablc, and there is the dynamic chaos, as well as, transition regularity chaos 
regularity. However, there are some conditions under which the system is integrable. It is found 
that in the integrable case the potential energy surface contains regions with negative Gaussian 
curvature. The classical normal form is constructed and according to the Born-Jordan and the 
Wcyl-McCoy ciuantization rules its quantum analogues are built. The eigenvalue problem is solved 
for them and the approximate formulas for the energy spectrum are found. Numerical calculations 
of lower energy levels for concrete values of the parameters in these formulas are performed.
Key words: hamiltonian system, normal form, ciuantization rules, energy spectrum, computer 
modeling.
